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reface 



Cette collection concerne les nouveaux programmes des classes preparatoires aux Grandes Ecoles mis en application 
a la rentree de septembre 2003 pour les classes de premiere annee MPSI, PCS1 et PTSI. 

Les auteurs ont fait en sorte de placer les mathematiques a leur juste place, en privilegiant la reflexion et le raisonnement 
physique et en mettant l’accent sur les parametres significatifs et les relations qui les unissent. 

■ La physique est une science experimentale et doit etre enseignee en tant que telle. Les auteurs ont particulierement 
soigne la description des dispositifs experimentaux sans negliger la dimension pratique. Souhaitons que leurs efforts 
incitent professeurs et eleves a ameliorer ou a susciter les activites experimentales toujours tres formatrices. 

■ La physique n’est pas une science desincarnee, uniquement preoccupee de speculations fermees aux realites 
technologiques. Chaque fois que le sujet s’y prete, les auteurs ont donne une large place aux applications 
scientifiques ou industrielles propres a motiver nos futurs chercheurs et ingenieurs. 

■ La physique n’est pas une science aseptisee et intemporelle, elle est le produit d’une epoque et ne s’exclut pas du 
champ des activites humaines. Les auteurs n’ont pas dedaigne les references a l’histoire des sciences, aussi bien 
pour decrire L evolution des modeles theoriques que pour replacer les experiences dans leur contexte. 

L’equipe d’auteurs, coordonnee par Jean-Marie Brebec, est composee de professeurs de classes preparatoires tres 
experimentes qui possedent une longue pratique des concours des Grandes Ecoles, et dont la competence scientifique 
est unanimement reconnue. Cette equipe a travaille en relation etroite avec les auteurs des collections Durandeau et 
Durupthy du second cycle des classes de lycee; les ouvrages de classes preparatoires s’inscrivent done dans une 
parfaite continuite avec ceux du secondaire, tant dans la forme que dans L esprit. 



Gageons que ces ouvrages constitueront de precieux outils pour les etudiants, tant pour une preparation efficace des 
concours que pour l’acquisitlon d’une solide culture scientifique. 



J.-P. Durandeau et M.-B. Mauhourat 
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Cinematique 




La cinematique est la branche de la mecanique 
consacree a V etude purement descriptive 

du mouvement. 

Les notions d’espace, de temps et de mouvement sont 
universelles, mais leur description precise et 
quantitative n ’est pas immediate ; pour aboutir a 
la forme actuelle de la cinematique, il afallu 
se poser et resoudre un certain nombre de problemes, 
tant conceptuels que techniques. 

Comment reperer precisement un evenement 
dans I’espace et dans le temps ? 
Comment mesurer une duree ? 
Qu ’est ce que le mouvement ? 

Cette comprehension de plus en plus fine des 
phenomenes physiques est allee de pair avec la mise 
au point de methodes mathematiques adaptees. 




B 



J 



E C T 



F S 



■ Reperage d’un evenement dans l’espace 
et dans le temps. 

■ Systemes usuels de coordonnees. 

■ Derivee d’une grandeur vectorielle. 

■ Notion de referentiel. 

■ Expression des vecteurs vitesse et acce- 
leration d’un mobile ponctuel. 

■ Representations du mouvement. 




R E Q U 



■ Calcul vectoriel. 



S 
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1. Cinematique 



La mecanique classique 



l.l. Evolution de la mecanique a travers quelques faits 
historiques 



epoque 


faits importants 


IV e siecle 


Aristote 

Recherche de principes regissant les mouvements (pris ici dans un 
sens tres general : les transformations de tous genres en font partie). 
Premiers efforts de conceptualisation, mais aussi premiers disac- 
cords avec la physique modeme : les lois de la physique siderale 
seraient exactes, celles de la physique sublunaire ne traduiraient 
que ce qui se produit « le plus souvent ». 


Moyen Age 


Le mouvement produit par un lancer (la science du jet a un interet 
militaire evident) serait un melange de mouvement « naturel » et 
de mouvement « violent », la trajectoire d’un projectile est consti- 
tuie de trois parties, la partie centrale seule itant courbe. Niccolo 
Tartaglia (1499-1537) innove dans son Nova Scientia, en dessi- 
nant une trajectoire d’obus totalement courbe. 

L' apparition du systeme bielle-manivelle au XV e siecle, les discus- 
sions ouvertes par Copernic sur le mouvement des astres condui- 
sent a s'interroger sur la relativite des mouvements. 


XVII 6 siecle 


De principe parfois tres ancien, des machines destinies a iquilibrer 
ou diplacer des masses importantes sont encore issues de la seule 
expirience. 

Des efforts de riflexion sur les iquilibres et mouvements sont con- 
duits par Galilie. 11 publie, en 1638, Discours et Demonstrations 
mathematiques concernant deux sciences nouvelles. Cet ouvrage 
traite, d'une part, de la resistance des matiriaux, d'autre part, du 
mouvement des corps pesants. Les observations sont traduites en 
termes pricis. Les vitesse et mouvement uniformiment acciliri y 
sont difinis. 

En 1657, Huygens construit la premiere horloge a balancier, et 
deux ans plus tard la premiere montre a balancier et ressort spiral. 

En 1687, les Principes mathematiques de la philosophie naturelle 
de Newton prisentent les fondements de la micanique classique : 
les notions de force et acciliration sont difinies, les mouvements 
des planetes sont expliquis par la force de gravitation. 


XVIII e et 
XIX e siecles 


Des micaniciens comme d’Alembert, Lagrange et Coriolis ache- 
vent de formaliser la thiorie a l’aide de formulations mathimati- 
ques tres proches de celles qui sont actuellement utilisies. 


Fin du XIX e , 
debut du 
XX e siecle 


Alors que la thiorie semble atteindre la perfection, elle est remise 
en cause par l’itude de la propagation des ondes ilectromagniti- 
ques par Maxwell : la lumiere se propage a la rneme vitesse dans 
tous les rifirentiels galiliens d’ observation. 

Ses fondements sont remis en cause : en 1905, Einstein publie son 
premier article sur la thiorie de la relativiti. Entre 1900 et 1930, les 
bases de la micanique quantique sont ilabories. 




Doc. 1. Galilee. II etudia le mouve- 
ment d’une boule lancee a une 
vitesse donnee depuis une table de 
hauteur variable. 
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It Cinematique 



1.2. Description d’un mouvement classique 

La description d'un evenement passe par son positionnement dans l’espace et 
dans le temps. 



1.2.1. Mesure des distances et durees 



En general, la mesure d'lmc grandeur quelconque consiste a compter combien 
de fois elle contient l’etalon correspondant. 

Les progres ont consiste a definir des etalons de plus en plus precis, universels 
et reproductibles. 

L’etalon de temps est defini comme la periode d’un phenomene dont on pos- 
tule la periodicite. 

Actuellement, la seconde est definie comme « 9 192 634 770 periodes de la 
radiation electromagnetique correspondant a la transition entre deux niveaux 
hyperfins de l’etat fondamental du cesium 133 ». 



La vitesse de la lumiere dans le vide, notee c, s’est imposee comme une cons- 
tante physique universelle. Sa valeur fixee a c = 299 792 458 m . s ! definit 
le metre comme etant la distance parcourue par la lumiere dans le vide en 



1 

299 792 458 



seconde. 



1 .2.2. Relativite du mouvement, hypothese du temps absolu 

Le mouvement d’un objet mobile est pergu de fagon differente par deux obser- 
vateurs en mouvement relatif. Les grandeurs cinematiques ne sont pas abso- 
lues, mais relatives a une classe d’observateurs. 

Deux observateurs differents pergoivent, pour un meme mobile, deux mouve- 
ments differents : 

• pour le passager d’un train, la vitre est immobile et le pay sage defile ; 

• il n’en est pas de meme pour un promeneur qui s’est arrete pour regarder pas- 
ser le train. 



Le mouvement observe depend de l’observateur, mais selon la theorie classi- 
que, ni la longueur d’une regie, ni la duree qui separe deux evenements n’en 
dependent. 

En mecanique classique, le mouvement observe depend de l’observateur. 
Par postulat, la duree des evenements n’en depend pas. 




Doc. 2. Referentiel d’un observateur. 



1.2.3. Referentiel d’observation 

L’ ensemble rigide des points fixes pour un observateur, associe a une horloge, 
est par definition le referentiel de cet observateur (doc. 2). Nous en postulons 
1’ existence pour tout observateur qui peut alors decrire un mouvement (« le 
mobile M est passe par le point fixe P- a la date t t »). 

1.2.4. Trajectoire dans un referentiel 

2 It etant un referentiel et M un point mobile, il existe a chaque instant un point 
fixe de 2/1 dont la position coincide avec celle de M. L’ ensemble de ces points 
coincidents forme dans 2/1 une ligne continue appelee la trajectoire de M. 

La trajectoire n’est definie que pour un referentiel determine. 




Doc. 3. La lueur emise par le gaz 
rarefie materialise la trajectoire des 
electrons. 
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1. Cinematique 



1 .3. Limites de la theorie classique 

1.3.1. Theorie de la relativite 

En 1905, Albert Einstein propose une theorie qui revolutionne les notions 
d’espace et de temps. 

D’apres 1’ experience, la vitesse de la lumiere dans le vide est independante du 
mouvement de l’observateur qui la mesure. Pour expliquer ce resultat para- 
doxal, il faut renoncer a la notion de temps universel. 

Selon la theorie relativiste, il n’y a pas un espace tridimensionnel et un temps 
independants, mais un espace temps quadridimensionnel ou le temps intervient 
comme une coordonnee supplementaire. 

Einstein approfondit ses travaux et publie en 1916 la theorie de la relativite 
generate ou les proprietes geometriques de l’espace-temps dependent de la 
quantite de matiere presente. Doc. 4 . A. Einstein (1879-1955). 




'/Ipptitatifin i 

S’envoyer en Pair sans s’ecoeurer 




Deux planeurs identiques out engage une spirale a 
droite dans la me me ascendance centree sur 
l ’axe A. Celui qui s 'est engage le dernier s ’est, pour 
des raisons evidentes de securite, place a 180° de 
celui qui le precede. Leurs allures sont identiques, 
et nous supposons l' ascendance uniforme et 
reguliere (c’est un modele). 

1) Quelle est la trajectoire de ces planeurs pour un 
observateur reste sur le plancher des vaches ? 

2) Quel est le mouvement d’un planeur dans le 
referentiel de l’ autre ? 

3) Quel est le mouvement des montagnes environ- 
nantes pour un apprenti velivole, assis en place 
avant dans son planeur biplace, qui observe 



fixement devant lui, dans l ’axe de son appareil ? 
Que peut -011 prevoir, et lui conseiller ? 

1) Le mouvement est helicoidal : il est constitue 
d’une rotation autour de l’axe A et d’une translation 
parallele a cet axe, dans le sens vertical ascendant si 
tout va bien (couramment plusieurs metres par 
seconde) . . . 

2) Les planeurs regies a la meme allure, restent a 
180° l’un de 1' autre. L’ ascendance etant uniforme, 
leurs altitudes varient de la meme fagon. Dans le 
referentiel d’un planeur, F autre ne bouge pas : leurs 
referentiels sont identiques. On congoit aisement, en 
revanche, que s’ils devaient choisir un repere pour 
positionner leurs appareils, les pilotes pendraient des 
origines dans leurs cabines respectives : meme refe- 
rentiel done, mais choix de reperes naturels distincts. 

3) Pour le novice qui fixe exclusivement son attention 
droit devant lui, le paysage defile vers la gauche 
(assez rapidement en pratique !), ainsi que vers le 
bas. On ne saurait trop lui conseiller de prendre en 
compte le caractere tout relatif du mouvement qu’il 
observe, qui pourrait lui donner rapidement la nau- 
see. Tourner son regard du cote de l’axe A (en bout 
d’aile droite) autour duquel le planeur est en train de 
spiraler, et qui est fixe par rapport au paysage envi- 
ronnant, lui permettrait sans doute de conserver le 
sens de l’orientation. . . et de retarder le remplissage 
du sac plastique dont on Fa prudemment muni au 
decollage ! 
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It Cinematique 



Par exemple, les problemes lies aux particules elementaires de haute energie 
ne peuvent pratiquement se traiter que dans le cadre relativiste. Signalons ega- 
lement que la lente derive de l’orbite de Mercure ne peut s’expliquer que par 
la relativite generate. 

La mecanique classique (par opposition a relativiste) reste une excellente 
approximation aux vitesses et aux densites de masses usuelles. 

1.3.2 Mecanique quantique 

L’ autre grande revolution conceptuelle du XX e siecle a tout d’abord ete propo- 
see pour expliquer remission et P absorption de la lumiere par les atomes et 
les particules elementaires. 

Le resultat de la mesure de certaines grandeurs (une energie, par exemple) ne 
peut prendre que certaines valeurs, reperees par les nombres entiers : les gran- 
deurs sont quantifies, d’ou le nom de mecanique quantique. 

La notion meme de position et de vitesse parfaitement reperables doit etre 
abandonnee. 11 n’est possible de prevoir qu’une probabilite de presence qui est 
definie par une onde associee a chaque objet. Ainsi, la lumiere peut se mani- 
fester comme une onde (rayonnement electromagnetique) ou comme un flux 
de particules (photons), et cette dualite est generalisable a tous les objets. 

La longueur d’onde X associee est determinee par la relation de de Broglie 

(1923) : A = - ou/? est la quantite de mouvement et h = 6,62 . 10~ 34 J . s _1 
P 

(constante de Planck). 



II n’est pas possible de mesurer simultanement, et de fagon aussi precise que 
Lon veut certains couples de grandeurs. 

Ainsi, pour une particule qui se deplace le long de l’axe (x'x ) , 1’ incertitude 
Ax sur sa position et l’incertitude A p x sur sa quantite de mouvement p x = mv x 
sont liees par la relation d’ incertitude de Heisenberg 

AxAp x ~h. 

Cette incertitude ne se manifeste pas a notre echelle en raison de la valeur de la 
constante de Planck (symbole : h), mais elle devient essentielle pour etudier un 
electron de masse m e = 9 . 10 31 Kg de vitesse de l’ordre de c/100 (dans un 
modele classique), dans un atome dont les dimensions sont de l’ordre de 10 10 m . 



La mecanique classique (c’est-a-dire non relativiste et non quantique) est la 
theorie qu’il convient d’appliquer aux objets macroscopiques usuels. C’est 
cette theorie qui est developpee dans la suite de l’ouvrage. 

Reperage d’un point 

2. 1 . Repere et position 

2.1.1. Base vectorielle 

Dans l’espace a trois dimensions, une base vectorielle normee est un ensemble 
de trois vecteurs unitaires non coplanaires : e l , e 2 , e 3 (doc. 6). 




Doc. 6. uj , u 2 et u 3 sont les composan- 
tes de u dans la base ( e l , e 3 ) . 
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1. Cinematique 



La base e 2 , e 3 ) etant donnee, un vecteur se decompose de facon 

unique : 















u = u 1 e 1 + u-,e-, + u % e 



2 e 2 



‘ 3 C 3 • 



La base 28 est orthonormee si e\ , et et sont des vecteurs unitaires ortho- 
gonaux et elle est directe si : 



-> 


-> 


-» 


*3 


= *1 


a e 2 - 



Pratiquement, retenons qu’une base orthonormee est directe s’il est possible 
de superposer les vecteurs t x , Z et respectivement au pouce, a l’index et 
au majeur de la main droite (doc. 7). 



pouce 



index 




2.1.2 Repere 

Un repere d'espace (O ; e\ , ~e 2 , est constitue d’un point origine et d’une 
base vectorielle normee. Ayant defini un repere, il suffit de trois coordonnees 
pour reperer un point. 



2.1.3. Vecteur position 

En mecanique classique, les objets evoluent dans l’espace a trois dimensions 
de la geometrie euclidienne. 

Un point origine O etant defini, un point M est repere par son vecteur position : 

r = OM. 



2.2. Coordonnees cartesiennes 

Un repere cartesien est un repere orthonorme direct, defini par un point-ori- 
gine et une base orthonormee directe (O ; e x , e y , e z ) (doc. 8). 

Les coordonnees cartesiennes (x, y, z) de M sont les composantes de son 
vecteur position : 

\ 

r = OM = xe x + ye y + ze z . 




Doc. 8. Coordonnees cartesiennes : 
OM = xe x + y e y + z e z . 



2.3. Coordonnees cylindriques 



2.3.1. Angle dans un plan 

La mesure d’un angle depend du sens positif de rotation choisi. 

En geometrie plane, il est possible de definir un sens positif conventionnel 
(« sens trigonometrique », inverse du « sens horaire »). 

En revanche, dans l’espace, un angle du plan P est oriente dans le sens trigo- 
nometrique ou dans le sens horaire selon que l’observateur se trouve « au- 
dessus » ou « au-dessous » du plan. 

Par convention, la direction normale au plan etant orientee par un vecteur uni- 
taire n , un tire-bouchon usuel qui progresse dans le sens de n tourne dans le 
sens positif (doc. 9). 

2.3.2. Reperage d’un point 

Soit un repere cartesien (O ; e ^ , , e!.) . //etant la projection orthogonale de 

M sur le plan ( Oxy ) , les coordonnees cylindriques (r, 9, z) du point M sont 
definies par : 



tire bouchon 




Doc. 9. Orientation des angles de P . 
a l > 0 et a 2 < 0 . 
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1c Cinematique 



• r : distance OH (r > 0) ; 

• 9 : angle {el , OH) , le sens positif de 9 etant defini par et ; 

• z : troisieme coordonnee cartesienne {doc. 10). 



2.3.3 Base locale 

La base locale orthonormee {el , , et) liee au point M est definie par : 

• e’ r tel que OH = re r , parallele a (xOy) . 

• e^ = ei a e r , parallele a (xOy) et pointant dans le sens 9 croissant. 
Cette base est locale, car elle varie avec la position de M , qui s’ecrit : 





Doc. 10. Coordonnees cylindriques : 
OH = re r ; OM = re r + ze z . 



L’ utilisation des coordonnees cylindriques peut, dans certains, cas amener une 
simplification notable des expressions par rapport aux coordonnees cartesiennes. 

2.3.4. Coordonnees polaires 

Lorsque le point M se deplace dans un plan ( Oxy ) , il est possible d’utiliser les 
coordonnees cartesiennes ( x,y ) ou les coordonnees polaires (r, 0) pour 
reperer les positions. 

2.3.5. Relations entre les coordonnees cylindriques et cartesiennes 

Les relations suivantes decoulent directement des definitions {doc. 11): 

el = cos 9 el + sin#c^ ; e^ = - sin 9^1 + cos#c^; 
x = rcos9 ‘, y = rsin9 ', r = Jx 2 + y 2 . 




Doc. 11. Relation entre les coordon- 
nees cylindriques et cartesiennes : 
x = rcos9\ y = rsin0. 



^/ip jjCi cation 2. 

Cylindre de revolution 

Soit un cylindre de revolution de rayon R et d’axe 

(Oz). 

Determiner son equation en coordonnees cylindri- 
ques et en coordonnees cartesiennes. 



L’ ensemble des points du cylindre est determine par : 
r = R. 

En coordonnees cartesiennes, L equation devient : 

x 2 + y 2 = R 2 . 



2.4. Coordonnees spheriques 

2.4.1. Base locale 

La base locale orthonormee directe {ey. , e* e , e^) est definie par {doc. 12) : 

• OM = re r , avec r 3= 0 ; 

IT 
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1. Cinematique 



-> Z A OH 

e <p = 



OH 



parallele a (xOy ) ; 



— > 



e e ~ e cp A e r > P ara llele au plan contenant Oz et OM. 



2.4.2. Coordonnees d’un point 

Les coordonnees spheriques (r, 9, (p) de M sont, par definition : 

• r = OM (r> 0) ; 

• 9 : angle (Z z ,Z r ) oriente par Z (p , variant de O a n ; 

• (p : angle (Z x , OH) oriente par Z. , variant de Oii2/r. 

Remarques 

• Z g pointe vers les 9 croissants et vers les (p croissants ; 

• rn’a pas la mime signification en coordonnees spheriques ou cylindriques ; 

• dans tout plan (p = cte , r et 9 sont les coordonnees polaires du point M 
(doc. 13). 




Doc. 12. Coordonnees spheriques. 




2.5. Choix d’un systeme de coordonnees 



Le reperage d’une position en mecanique fait appel a un systeme de coordon- 
nees. Les trois exemples que nous venons de decrire sont les choix les plus 
courants, mais ne constituent pas une liste exhaustive. 

Considerons un point se depla^ant a la surface d’un cylindre a base circulaire 
(doc. 14). 

• Pour reperer sa position, nous pouvons utiliser des coordonnees cartesiennes. 
Le bon sens nous indique qu’il est preferable de choisir l’axe du cylindre 
comme axe (Oz) des coordonnees cartesiennes, le mouvement, en projection 
dans le plan (xOy ) , se reduisant alors a un simple cercle. Lorsque le point se 
deplace, si nous souhaitons exprimer sa vitesse ou son acceleration, nous 
devrons tenir compte des variations des trois coordonnees x,y stz au cours du 
temps : cela sera peut-etre un peu long, mais neanmoins tres faisable... 

• Utilisons maintenant un reperage en coordonnees cylindriques (r, 9, z) de 
ce mouvement. La coordonnee r est alors tres simple : r est une constante, 
egale au rayon du cylindre. Seules les variables 9 et z sont encore susceptibles 
de varier : le calcul de la vitesse et de 1’ acceleration sera ecourte. 




• Nous pouvons aussi employer les coordonnees spheriques pour reperer ce 
point en mouvement, mais il est bien evident que cela n’apporte ici aucune 
simplification : bien au contraire ! 

Un probleme bien pose etant un probleme a moitie resolu, il est clair qu’un 
choix judicieux du systeme de coordonnees peut simplifier fortement les cal- 
culs a effectuer. Par la suite, nous etablirons les expressions des vitesses et des 
accelerations d’un point en nous restreignant a l’utilisation des coordonnees 
cartesiennes et cylindriques, pour lesquelles les expressions de ces grandeurs 
seront assez simples. 
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Derivation d’une fonction vectorielle 

Pour decrire la position d’un point en coordonnees cylindriques, nous venons 
d’utiliser une base locale (base de projection). Les vecteurs de cette base sont 
dependants de la position du point observe : e r = e r (d),e g = e g (G) . 

Pour exprimer la vitesse ou bien 1’ acceleration du point en mouvement, nous 
devons tenir compte du caractere eventuellement variable des vecteurs de la 
base utilisee pour decomposer le vecteur position. 

3.1. Definition 

— > 

Soit U ( <fj) une grandeur vectorielle dependant de la variable £, . La derivee de 
— ^ 

U par rapport a q est (doc. 15) : 

d U_ _ 

d£ a 1 ™.. 



La derivee d’une grandeur vectorielle depend du referentiel. 

Lorsqu’il sera necessaire de preciser le referentiel dans lequel s’effectue cette 

— y 

derivation, nous noterons — =■ la derivee de U par rapport a £ dans (31 . 

\dq Jiqn 

Dans toute la suite de ce chapitre, 9f) represente le referentiel de Fobservateur (ou 
referentiel d’etude) et le repere cartesien ( O ; e x , e , <? z ) est fixe par rapport a 9ft . 

3.2. Proprietes 

Nous admettrons les proprietes suivantes, qui sont les transpositions aux fonc- 
tions vectorielles des proprietes classiques des derivees : 

•si W(£) = A( £)(/(£), 

•si W(Z) = U(Z) + V(%), 

•si A(f) = U(f) . V($). 

•si W({) = U(f) AV(f), 



. AW 
alors — 77 

d£ 

AW 



alors — — 



alors — - 



AA 

d£ 



A?irt .AU 

A? + ^ 



AU 



-> 

dy 



d^ d£ d£ ’ 






-> 

dV 

dr 



, AW AU dL 

alors " 77 = —77 a y + U a —p ■ 
d| Aq Aq 



3.3. Derivee d’un vecteur de norme constante 



— ^ 

Soit U (£) un vecteur de norme U constante. Ce vecteur n’est pas pour autant 
constant, car son orientation peut varier. 



AU 2 

d£ 



-£U .U) = 0 



done 2U . = 0 

d£ 



La derivee d’un vecteur de norme constante est orthogonale a ce 
vecteur ou nulle. C’est le cas des vecteurs unitaires. 




Doc. 15. Variation d’un vecteur de 
norme constante, orthogonal ci n . 
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1( Cinematique 



3.4. Expression de la derivee en coordonnees 
cartesiennes 

— > 

La fonction vectorielle U ( g) s ’exprime par : 



u = u£+u/ y + uJ z . 



Comme e x , e y et e 7 sont constants dans 2ft, la derivee de U dans 2 ft est done : 
(dU\ d [/*_> d U ^ d U z ^ 

UsJ/* “ d^ x + d£ £ y + d^‘ 



3.5. Derivee des vecteurs de la base locale des 
coordonnees cylindriques 

Considerons un point M mobile par rapport a 2ft et la base locale (e r , e* e , e ; ) 
liee a M. 

Pour un observateur lie a 2ft , les vecteurs e r et e^ g dependent de 9 cl leur deri- 
vee est non nulle (doc. 16) : 

• et = cosset + sin 9et, donne f— -0 = -sin del + cos Be*, ; 

y \d6Jm x y 






et = - sin 9 et + cos 9 et, donne , , . . 

y V d 0 7 /sa 



= - cos 6 e r 



sin0e v . 




Notons que nous avons exprime le vecteur derive relativement au referentiel 
2 ft dans une base mobile par rapport a 2ft . 

Ces resultats peuvent etre retrouves de fayon moins rigoureuse, mais plus 
concrete : au cours d’une rotation elementaire d9 , Fextremite du vecteur uni- 

taire decrit un segment de mesure d 9 , orthogonal a e r , done : 




> det 
de,. = d 9e g et — 






de ff = 



-d9el 



et 



d^e 

d6> 



-> 

~ e r- 



^ Vitesse d’un point 



4.1. Definition 



Soit O un point fixe du referentiel 2ft. Le vecteur vitesse du point mobile 
M par rapport a ce referentiel est : 
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Notation : Conformement a 1’ usage, la derivation par rapport a la variable 
temps est notee par un point : 



s 



dv 

dr 



et s 



d 2 s 

dr 2 



4.2. Expression en coordonnees cartesiennes 



OM - xe y 



+ ye y + ze, . 



En coordonnees cartesiennes, le vecteur vitesse v a pour expression 



v(M)m = xe x + ye +ze . 



4.3. Expression en coordonnees cylindriques 

Pour definir la position du point M, nous avons Pexpression suivante (doc. 17) : 



OM 



re r + ze z . 



Pour un observateur lie a S Jl, e r est fonction de 9, et 9 est fonction du temps 
(cf. § 5.5.), done : 

> . — > ( • — > 

v (M)m = r e r + r\ — — +ze. . 

\ dr J/cji 



Or: 





dd 

/sn dr 



d’ou : 



En coordonnees cylindriques, le vecteur vitesse a pour expression : 
v(M )/ gt = rT r + rOe g + ze[ . 




Doc. 17. Coordonnees cylindriques. 



'/IppiicAthn 

Mouvement parabolique 

Un point mobile M decrit une parabole d' equation : 
y = ax 2 (a > 0) . 

La composante v x de sa vitesse est constante. 
Determiner v v et la vitesse v en fonction de x. 



Bien que ne precisant pas le referentiel, Penonce 
suppose implicitement que les axes (Ox) et (Oy) 
sont fixes par rapport a 2ft . La notation simplifiee est 
justifiee. 

y est fonction de x et x est fonction de r, d’ou : 

dv dx . , 

v v = -r- — - soit v v = 2axv r ; 
y dx dr y * 

v y croit lineairement en fonction de x. 

1 22 

V- = v x + v y 

v 2 = v”( 1 + 4a 2 x 2 ) . 




x M Doc. 18. Trajectoire parabolique. 
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1. Cinematique 



Le vecteur v(M)m est defini dans 9ft et nous l’avons exprime avec la base 
locale (base de projection) qui est mobile dans 9ft . 

Remarque : composition des vitesses 

Considerons la vitesse du point M obtenue lorsque seule l’une de ses trois 
coordonnees est libre de varier. 

• Si r varie seul, le mobile decrit une droite, soit : v (M)/gi = ~v r = re* r . 

• Si 9 varie seul, le mobile decrit un cercle avec la vitesse r9 orientee selon 

e* e {doc. 19), soit : v(M)m = = r9e* g . 




• Si z varie seul, le mobile decrit une droite, soit : v (M)/a = v = z e. . 

L’ expression generale du vecteur vitesse permet de verifier que : 

, MM, 

v (M)m = v r + v e + v z . 

Nous admettrons le caractere general de ce resultat : le vecteur vitesse de M 
est egal a la somme des vecteurs vitesse que l’on obtient en ne faisant varier 
successivement qu’une seule de ses coordonnees. Cette propriete ne sera pas 
applicable a l’ acceleration. 



Doc. 19. Trajectoire de M si retz sont 
constants. 



"/If) plication 

Vecteur vitesse en coordonnees spheriques 

Le repere cartesien (O ; e', cc.) etant lie a 9Ji., 

exprimer v(M) /a en coordonnees spheriques. 

Si r varie seul, le mobile decrit une droite, done : 

-> . -» 
v, = re,.. 

Si 9 varie seul, le mobile decrit un cercle de rayon r 
avec une vitesse r9 , done : 

v g = r9e g . 




Doc. 20. Cercle decrit par M si r et tp sont constants ; 
le plan du cercle est le plan (O ; u , e9) . 



Si tp varie seul, le mobile decrit un cercle de rayon 
r sin0, parallele au plan ( Oxy) , a la vitesse angulaire 
tp , done : 

?<p = rsm9(pe <p , 

Utilisons la superposition des vitesses qui nous 
donne v(M) /a = v r + v g + , soit : 

v {M)/a/i = rel + r9e* g + rsin9(pe^, 
ou v est le vecteur vitesse en coordonnees spheriques. 




Doc. 21. Cercle decrit par M si r et tp sont constants. 
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Acceleration 



5.1. Definition 



Le vecteur acceleration de M par rapport au referentiel 5ft est : 



a (M)/on - 



l dt J, 



A 2 OM^ 






d t 2 



Jm 



Seul un mouvement a la fois rectiligne et uniforme est non accelere. Un mou- 
vement uniforme (vitesse constante), mais non rectiligne est accelere, car la 
direction du vecteur vitesse est variable (doc. 22). 

Bien remarquer sur les trois graphiques du document 22 l’orientation de a qui 
pointe en permanence dans la concavite de la trajectoire. 




Doc. 22a. La vitesse v est croissante. Doc. 22b. La vitesse v est uniforme. Doc. 22c. La vitesse v est decroissante. 



5.2. Expression en coordonnees cartesiennes 

En coordonnees cartesiennes : 

a(M) /gi = xel + ye y + ze z . 



^/lp fj CicdClDYl . 

Mouvement parabolique uniforme 

Un point mobile M decrit la parabole d’ equation : 
y = ax 2 , a la vitesse constante v. 

Determiner son vecteur acceleration lorsqu’il passe 
au point O . 

En l’absence d’ambiguite, adoptons des notations 
simplifiees : 



d’ou : 



1 + 4a 2 x 2 



Derivons par rapport au temps les expressions de x 
et y : 



2xx = — — a * X . et y = 2ax 2 + 2axx 2 . 

(1+4 a 2 x 2 ) 2 y 

Or au point O.x- 0 et x = v. Done a 1’ instant ou 
le mobile M est en O, nous avons : 



v 2 - x 2 + y 2 et y -2 axx , 



+ 

a 



2 av 2 (? y . 
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1. Cinematique 



5.3. Expression en coordonnees cylindriques 



le repere cartesien ( O ; e > x , Z y , ef) est fixe. Les 
vecteurs e r et Z e sont fonction de 9, et 9 est fonction du temps. Soit : 



Pour un observateur de 

’-e 



dZ r 

- 7 1 = 9e 
dt 



e 



et 



d et • 

— S = -9e r 
dt r 



Or v(M)/» = r e,. + r9e g + ze z , d’ou : 

dv . • — > - — > ■ de q 

—— = re. + r— — I- r 9e g + r9e g + r9— — 
df dr 6 dt z 



En coordonnees cylindriques : 

a(M)m = (r -r9 2 )e > r + (rii + 2r 9)e* 0 + zel . 

D’apres ce resultat, nous voyons immediatement que : 

II n’y a pas pour les accelerations de loi de superposition identique a celle 
des vitesses : 

a n’est pas egale a la somrae des accelerations que l’on obtiendrait 

en faisant varier successivement une seule coordonnee (le terme en r 9 ne 
pouvant pas apparaitre de cette fa^on). 



Cicdt'itsn V 

Mouvement circulaire uniforme 
dans une centrifugeuse 




Doc. 23. Mouvement circulaire. 



An cours de leur entrainement, pour habituer leur 
organisme a supporter les forces accelerations du 
decollage et de V entree dans l’ atmosphere, les 
cosmonautes sont places sur un siege fixe a 
Vextremite d'un bras de longueur R, en rotation a 
vitesse angulaire Q constante. 



1) Exprimer la vitesse et l ’acceleration a 
Vextremite du bras de la centrifugeuse, dans la base 
locale des coordonnees cylindriques. 

2) Calculer Q en tours par minute si R = 5,0 m si 
l’ acceleration obtenue vaut 6 g, ou g est l’ acceleration 
de la pesanteur terrestre : g = 9,8 m . s 2 . 



1) Le mouvement est circulaire : r = R = cte , et 
uniforme : 9 - Q = cte . Nous obtenons done : 



OM 



re r — > v 



d OM 
df 



R 



d? r 

df 



. ^ 
soit : v = RLle 



e 



> > > dv 

v = RUea — > a = — 
6 df 



RfJ 



dt 



R9(? e , 



-RQ 2 Z 



Nous remarquons que l’acceleration est centripete 
dans la concavite de la trajectoire, et dirigee vers le 
centre du cercle. 



2) Nous avons ici : rLl = 6g , soit Q 
radians par seconde, done : 



Q 



= /H = 33 



1/60 V R 



tr . mim 
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Nous retiendrons que : 



pour un mouvement circulaire de centre O et rayon R, nous avons, en 
coordonnees polaires : 

v(M) m = R0? e et a(M) m = -R6 2 e r + ROe'g. 

Dans les cas du mouvement circulaire uniforme : 

v = RO = cte et a(M) m = -RQ 2 7 r = 

K 



Representations du mouvement 

6. 1 . Espace des positions, trajectoire 

La trajectoire est constitute par l’ensemble des positions successives OM(t) 
du point mobile M etudie. Le vecteur vitesse est tangent a la trajectoire en cha- 
cun de ses points (doc. 24a.). 

6.2. Espace des vitesses, hodographe 

11 est envisageable de representer L evolution de la position du point N defini 
par : ON = v (M) /a . 

Le point M evolue dans l’espace des positions. Le point N dans l’espace des 
vitesses, ou l’origine est encore notee O par souci de simplicity. L’ensemble 
des positions de IV forme l’hodographe du mouvement (doc. 24b.). 

L’ acceleration, qui peut etre qualifiee de « vitesse de la vitesse », est tangente 
a L hodographe en chacun de ses points. 

6.3. Espace des phases, trajectoire de phase 

6.3.1. Definitions 

Nous pouvons definir un espace des phases, a 6 dimensions, dans lequel la 
position du point P representatif du mouvement donnerait simultanement 

acces a la position r = OM et a la vitesse v = ON . 

Dans cet espace, l’ensemble des positions successives OP = (r,v) constitue 
la trajectoire de phase du mouvement. Le point P est appele point de phase 
du systeme. Par la suite, nous restreindrons les representations des trajectoires 
de phase pour des systemes a un degre de liberte, note x. La trajectoire de phase 
est alors une courbe que nous tracerons dans le plan de phase (O ; x , v r ) . 

L’etat d’un systeme a un degre de liberte est represente, a tout instant, 
par son point de phase P(t ) de coordonnees (x ,v x ) dans le plan de phase. 
La trajectoire du point P constitue la trajectoire de phase du systeme. 

6.3.2. Sens de parcours 

Dans le demi-plan de phase v x > 0 , l’abscisse x augmente lorsque le temps t 
croit, et dans le demi-plan v * < 0 , celle-ci diminue. Ceci nous permet de pre- 
voir une orientation qualitative simple des trajectoires de phase dans ces deux 
demi-plans (doc. 25). 




Doc. 24 a. Trajectoire dans /’ espace 
des positions. 




Doc. 24 b. Hodographe dans P espace 
des vitesses ON ; = Vj . 




Doc. 25. Orientation des trajectoires 
dans le plan de phase. 
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6.4. Observation de mouvements elementaires 

6.4.1 Mouvement uniformement accelere 

Considerons un mobile anime d’un mouvement uniformement accelere, et 
orientons l’axe ( Ox) des coordonnees cartesiennes suivant le vecteur accelera- 
tion, constant : 

dv 4 -4 

— - a = a e r . 
d t x 

Par integration par rapport au temps, nous obtenons le vecteur vitesse du point : 

v (t) = v 0 + a t . 

Pour simplifier, restreignons-nous a un mouvement rectiligne, pour lequel la 

vitesse est elle aussi dirigee parallelement a l’axe (Ox) : 

— > — > 

v(0 = v x (t)e x = (v 0 + a t)e x . 

L’hodographe de ce mouvement est une droite de pente a (doc. 26a.). 

La position du point sur l’axe (Ox) est donnee par ne nouvelle integration : 

x(t) = x 0 + v 0 f + - a t 2 . 

L’ equation horaire de la trajectoire est une fonction parabolique du temps 
(doc. 26b.). 

Eliminons le temps t entre les expressions de v(t) et x(t) : 

1,, 2. 

X = X 0 + — (V“- v 0 ) 

nous obtenons alors 1’ equation de la trajectoire de phase du mobile, qui est une 
portion de parabole. 

Examinons le document 27, qui fait apparaitre cette trajectoire, pour diverses 
conditions initiales (x 0 , v 0 ) : 

• Ces trajectoires de phase sont obtenues pour x n = 0 et v 0 = 0 dans le 
cas (T), v 0 = 0 mais x 0 > 0 pour le cas @, x 0 > 0 et v 0 > 0 pour le cas @, 
et enfin x 0 < 0 et v 0 < 0 dans le cas (i). 

• Dans tous les cas, la trajectoire de phase part du point (x 0 , v 0 ) , et decrit une 
branche de parabole. 

Changer v en -v ne modifie pas l’equation de la trajectoire, qui est symetrique 
par rapport a l’axe (Ox) : l’axe de la parabole est (Ox) . 

• Sur ces simulations, nous verifions le sens de parcours attendu sur les trajec- 
toires de phase. 

• Une telle evolution peut, par exemple, etre observee pour un mouvement ver- 
tical de chute fibre dans le champ de pesanteur terrestre, lorsque celui-ci est 
uniforme a l’echelle de la trajectoire, et si les frottements de Fair peuvent etre 
negliges. L’axe x est alors dirige suivant la verticale descendante du lieu. Le 
cas (4), par exemple, representerait la trajectoire de phase d'un caillou lance 
initialement vers le haut puisque v 0 < 0 . 

6.4.2 Mouvement oscillant 

L’oscillateur harmonique est un cas simple de mouvement oscillant, dont 
l’equation d’evolution est : 

d 2 jt 2 dv x 2 

— - + 0) " 0 (x - x e ) = 0 ou encore — — = - CO~ 0 (x - x e ) . 




v 0 t 



a. Hodographe v(t) 




x o t 



b. Trajectoire x(t) 

Doc. 26. Mouvement rectiligne uni- 
formement accelere. 




-4 

Doc. 27. Trajectoires de phase pour 
des mouvements uniformement acce- 
lere s. 
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La solution de cette equation est une oscillation sinusoidale de pulsation a> 0 
autour de la position d’equilibre x e du mobile : 

x - x e + Acos(o) 0 r + cp ) ; v = -Aco 0 sm(o) 0 t + cp) . 



A designe 1’ amplitude des oscillations, et la phase cp depend des conditions 
initiales choisies (qui ne sont pas ici tres importantes puisque le mouvement 
obtenu est de toute fagon periodique). 



Les fonctions x(t) et v(t) sont des fonctions sinusoidales du temps, qui evo- 
luent en quadrature. Un oscillateur harmonique a un degre de liberte, de pul- 
sation co 0 , oscille autour de sa position d’equilibre reperee par le point 
P e (x e , 0) dans le plan de phase. 



Pour eliminer la variable temps entre les expressions de x(t) et v(t ) , il suffit 
d’utiliser l’identite : 

cos 2 (&> 0 f + (p) + sin 2 (w 0 r + (p) = 1. 

Nous en deduisons que la trajectoire de phase est une ellipse (doc. 28) de cen- 
tre P e , d’equation : 




Le portrait de phase de 1’oscillateur harmonique est done constitue d’un ensem- 
ble d’ellipses centrees en son point d’equilibre P e , dont la taille croit avec 
F amplitude A des oscillations envisagees. Nous pouvons aussi verifier que ces 
ellipses sont decrites en tourant dans le sens horaire autour du point P e . 

Constatons que la trajectoire de phase est, dans tous les cas, fermee : le point 
de phase revient au bout d’un certain temps a sa position de depart. A partir de 
la, son evolution se reproduit a l’identique : 1’evolution est periodique. La 

27E 

periode de ce mouvement est T Retenons ce fait general : 




Doc. 28. Portrait de phase d'un oscilla- 
teur harmonique. 



Une trajectoire de phase fermee est la signature d’un mouvement 
periodique. 



• OBSERVATION D’UN MOUVEMENT 

En mecanique classique, le mouvement depend du referentiel d’ observation. 

La trajectoire n’est definie que pour un referentiel determine. 

Par postulat, la duree des evenements ne depend pas du choix de referentiel. 

• REPERAGE D’UN EVENEMENT 

Un evenement est repere par une position (ensemble de coordonnees spatiales) et un instant d’ observa- 
tion (coordonnee temporelle). 

Les systemes usuels de coordonnees spatiales (bases de projection) sont les coordonnees cartesiennes 
(x, y,z), les coordonnees cylindriques (r, 9, z) et les coordonnees spheriques ( r , 9, cp) . 




21 



© Hachette Livre - H Prepa I Mecanique, l re annee, MPSI-PCSI-PTSI - La photocopie non autorisee est un delit. 




© Hachette Livre - H Prepa I Mecanique, / re annee, MPSI-PCSI-PTSI - La photocopie non autorisee est un delit. 



1. Cinematique 



IffWf 







• DERIVATION VECTORIELLE 

Un mouvement ou la derivee d’une grandeur vectorielle ne sont definis que par rapport a un referentiel 
(ou un observateur) determine. 

La derivee d’un vecteur de norme constante est orthogonale a ce vecteur ou nulle. C’est le cas des vec- 
teurs unitaires. 

En coordonnees cylindriques ou polaires, les vecteurs de la base locale dependent de 9 : 



d^. 

d0 



. de e 

’• “ 1 e 



• VECTEUR VITESSE ET VECTEUR ACCELERATION 

Soit O un point fixe du referentiel 2ft ; les vecteurs vitesse et acceleration du point M dans le referentiel 
2ft sont : 

4 ,,,, fd OM\ 

v(M)/a = — — 

V dt J,m 

Si 1’ acceleration a est nulle, la vitesse v 

• Coordonnees cartesiennes 

v(M)m = xe x + ye y + ze z 

• Coordonnees cylindriques 

v(M)/m = r(? r + r9e > g + z~e z 

• Mouvement circulaire 

Si M decrit un mouvement circulaire de centre O et de rayon R, nous avons : 

2 

v(M)/m = R9e* e et a(M)/m = - R9~t r + ROe’a = - e^ + vet 

K 

Si la vitesse angulaire 9 est constante alors le mouvement est circulaire uniforme : 

n rt2"> V 2 ^ 

a (M)/m = -R9 e r = e r . 

K 



et a(M)/m = 
est constante et la trajectoire rectiligne. 

et a(M)/m = xe x + ye y + ze, . 

et a ( M)/m = ( r - r 9 1 )7 r + (r9 + 2 r 9 )e^+ z~e z . 



d 2 OM 
d t 2 



• REPRESENTATIONS DU MOUVEMENT 

• La trajectoire est constitute de l’ensemble des positions successives OM(t) = r(t ) du point mobile 

M etudie. 

• Dans l’espace des vitesses, l’ensemble des positions successives O N(t) = v (t) constitue l’hodographe 

du mouvement. 

• Dans l’espace des phases, le point P repere par OP = (OM , ON) decrit la trajectoire de phase du 
mobile. Pour un mouvement a un degre de liberte, le point de phase P se deplace dans le plan de phase : 

OP = (. x(t),v(t )). 

Une trajectoire de phase fermee est la trajectoire d’un mouvement periodique (elle est decrite en tour- 
nant dans le sens des aiguilles d’une montre). 
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0&ntrcite mpide 



1. Cinematique 



Avez-vous retenu I’essentiel ? 



^ Quel est Fetalon de temps ? 

Pourquoi n’y a-t-il pas d’etalon de longueur ? 

\/ Quel est le caractere particulier de la coordonnee « temps » en mecanique classique ? 

\/ Qu’entend-on par relativite du mouvement ? 

^ Quelles sont les limites de la mecanique classique ? 

\/ Qu’est-ce que la loi de superposition des vitesses ? Y a-t-il un equivalent pour les accelerations ? 

Quels sont les domaines de variation des coordonnees cylindriques r , 9 et z ? ceux des coordonnees spheriques 
r , 9 et (pi Les variables « r » et « 9 » de ces deux systemes ont-elles la meme signification ? 

Definir les vecteurs ~e r et el de la base locale des coordonnees cylindriques. Quelles sont les valeurs de leur 
derivees par rapport a la variable 9 ? par rapport a la variable 1 ? 

\/ Que valent la vitesse et 1’ acceleration d’un mobile en mouvement circulaire uniforme ? 

Qu’est-ce qu’une trajectoire ? un hodographe ? un point de phase ? une trajectoire de phase ? un portrait de 
phase ? 



Du tac au tac (Vrai ou faux) 



I . Les composantes de la vitesse d’un point A1 en 
coordonnees cylindriques sont : 

LI a. v = re r + 9e e + ze, 

LI b. v = r e r + r9e e + ze, 

□ c. v = — (re r ) + ze z 

■ > d ■ > 

LI d. v = re r + r—(e r ) + ze,. 

r df r Z 



3. Les composantes de I’acceleration d’un point 
A1 en coordonnees cylindriques sont : 

□ a. a = (r - r9 2 )e? + (r 9 +2r 9)e* g + it z 
LI b. a = r e r + r(Je e + ze z 

a c. a = ^(re r )+ 

□ d. a - (r - r9~)Z + ~-^-(r 2 9)el + z et ■ 

r rdf 



2. Les composantes de la vitesse d’un point A1 en 
coordonnees spheriques sont : 

LI a. v = r + c/^ 0 + 

□ b. v = + r9lz e + rsin9(pe > (p 



4. Les composantes de I’acceleration d’un point 
A1 en coordonnees spheriques sont : 

^ d(r<?. + r9(? e + rsin9<pet) 

□ a. a - — 

df 

□ b. a = r^ r + r9i? e + rsin9<pe? ip 



□ c. v 



• A 

re r + r 6e e + 



(Pel 



n t" A^.-> Id. 2A. — > •• — > 

□ c. a = (r - rO )e r + - — (r 0)e e + r (pe q 



□ d. v 



d 

df rgr ' 



□ d. a 



d 2 



► Solution, page 27. 



23 



© Hachette Livre - H Prepa I Mecanique, l n annee, MPSI-PCSI-PTSI - La photocopie non autorisee est un delit. 





© Hachette Livre - H Prepa I Mecanique, l re armee, MPSI-PCSI-PTSI - La photocopie non autorisee est un delit. 



rcice commence 




ouvement helicoi'dal 



ENONCE 

Soit T helice droite definie en coordonnees cylindriques par les equations : 
r = R et z = h 9 ( h constante) 

et orientee dans le sens 9 croissant. L’origine est le point repere par - = 0 . 

1) Determiner ses equations en coordonnees cartesiennes. Quel est le pas a de 
cette helice ? 

2) Cette helice est parcourue a la vitesse constante v par un point M . 

a) Determiner le vecteur vitesse et le vecteur acceleration. 

b) Tracer l’hodographe. 




CONSEILS 



SOLUTION 



1) Pour passer aux coordonnees carte- 
siennes, il suffit d’utiliser x = rcos6 
et y = r sin 6 , la coordonnee z etant 
commune aux coordonnees cartesien- 
nes et cylindriques. 



1 ) 



rcos 9 



' y = rsinf? 
z = h9 



done 



y 



R cos 




/?sin 




Au bout d’un tour, Tangle 9 a augmente de 2 jc , et T altitude z a augmente du 
pas a de l’helice : a = 2nh . 



2) a) Les calculs de v ou a font 
intervenir une derivation temporelle. 
N’oublions pas que pour une fonction 
/( 9) (scalaire, mais aussi vectorielle 



2) a) • v = r ~e r + r9e* g + z ~e z = R9e* e + h9^ z , d’ou 9 
Alors v = ' ( R(t 0 + h e 7 ) . 

Jr 2 + h 2 



V 

Jr 2 + h 2 



f (9) ) ilfaut ecrire : 

d f{9) = d 9 
d t d 9 d t 



Of \9). 



.... • 2 -> V z 

• r , 9 et z etant nuls, a = ~r9 e r , d’ou a = -R — e r . 

R 2 + h 2 

b) L’hodogaphe est un cercle parallele au plan ( Oxy) , de cote h et de rayon 



P 



Rv 

Jr 2 + h 2 
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Exercices 



1. Cinematique 



Mouvement uniforme sur une spirale 

Un mobile M parcourt avec une vitesse constante v la 
spirale d’equation polaire : 

r = a9. 

Exprimer en fonction de 9 le vecteur vitesse de M . 





Cercles sur une sphere 



Soit un repere cartesien ( 0 ; e x , e y , e 7 ) et la sphere de 
rayon R . 

Sur cette sphere, tra^ons la courbe Ddefinie en coordonnees 
spheriques par 9= 9 0 . 

1) Quelle est cette courbe ? 

2) Cette courbe est decrite a vitesse constante v (en 
norme), en partant de (p = 0 . 



Determiner les expressions des coordonnees cartesiennes, 
vitesse, et acceleration du mobile en fonction du temps. 



Parallaxe 



Soit deux reperes cartesiens de meme base ( , et ) et 



7 -> 

d'origines O t et 0 2 telles que O , O 2 = ae, . 

Les coordonnees spheriques de M sont, respectivement 
dans les deux reperes, ( 9 \ , (p^ et ( 9 2 , (p 2 ) , avec : 

<Pi = <Pi = (P ■ 

1) Exprimer r t et r 2 en fonction de a , 9 l , 9 2 . 

2) 9 2 = 9\ + 8 ( 8« 1 rad ). Donner une expression 

approchee de la forme r, = k(9 l )~ - 

3) Proposer une application en astronomie. 

Rappel : Les cotes et les angles d’un triangle ABC 
sin A sinZ? sinC 



verifient la relation 



BC 



CA 



AB 



Trajectoire, hodographe, trajectoire de 
phase d’un mouvement uniformement 
accelere 

Soit un point M mobile dans le plan (Dry). Son mouvement 
par rapport a 2 It est determine par : 

• un vecteur acceleration constant : a = ae x ( a > 0 ) ; 

• un vecteur vitesse initiale a 1 = 0 : 

||v (0)|| = v 0 et (e^.,v(0)) = a (avec a < 0) ; 

• une position initiale : origine O du repere. 

1) Determiner la trajectoire du mobile. 

2) Examiner de meme l’hodographe de ce mouvement. 

3) La vitesse selon (0.x) etant ici constante, on s’interesse 
a la trajectoire de phase du mobile dans le plan (v O v v ) . 
Quelle est la forme de cette trajectoire de phase ? 




Le bon referentiel 



Une riviere a une vitesse d’ecoulement supposee uniforme, 
c’est-a-dire identique en tout point, et constante (elle ne 
depend pas du temps). Un bateau, qui circule dans le sens 
du courant, depasse le radeau en un point A. Une demi- 
heure apres, le bateau fait demi-tour. 11 remonte le courant 
et croise le radeau en un point B situe a 3 km en aval de A. 
Determiner la vitesse du courant en supposant que la vitesse 
du bateau par rapport au courant est constante. 




Un rapide detour 



Un marcheur, qui se promene sur une route rectiligne, 
apercoit un epouvantail au milieu d’un champ, a une 
distance d de la route. II decide d’aller le voir de plus pres 
et entre dans le champ en P . Sa vitesse est v 1 sur la route 
et v 2 dans le champ. (V[ et v 2 constantes.) 

Determiner la position de P pour que la duree du trajet 
soit minimale. 




B 
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Exercices 



Effet Doppler 

1) Premiere approche (traitement classique) 

Un emetteur E, anime de la vitesse v uniforme par 
rapport a un observateur O, envoie des signaux se 
propageant a la vitesse u dans le referentiel lie a O . On 
appellera v r la composante de v dans la direction 
d’emission des signaux. 

L’emetteur E envoie un signal a l'instant t , ou la distance 
entre O et £ est r 1 . II envoie le signal suivant a l’instant t 2 . 

a) Determiner les instants t[ et t ' de reception des deux 
signaux consecutifs par l’observateur O . 

b) L’ emetteur envoie des signaux avec une frequence /. 
Quelle est la frequence /' percue par l’observateur ? 
Comparer /et/' dans le cas ou F emetteur s’eloigne de 
l’observateur et dans le cas ou il s’en rapproche. 

c) Le mouvement d’un vaisseau spatial qui s’approche de 
la Lune est purement radial (sa vitesse est orthogonale a 
la surface lunaire). Ce vaisseau envoie vers la Lune un 
signal radio de frequence 3,0 GHz ; il recoit de la Lune un 
echo decale de 20 kHz. Quelle est la vitesse du vaisseau 
spatial par rapport a la Lune ? 

On prendra c = 3 . 10 8 m . s^ 1 . 

2) Onde sonore 

Une source sonore S est immobile dans le milieu de 
propagation (1’ air) de 1’onde sonore. L’onde sonore est 
definie par la surpression p(x, t) : 

p{x,t) = p 0 cos^2n/^-^j 

de frequence / et de vitesse de propagation v dans la 
direction Sx. Un recepteur est mobile avec la vitesse 

V = V e x uniforme. 

Soit 9ft' le referentiel lie au recepteur. 

a) Quelle est la relation entre x et x si le recepteur est en 
x = 0af = 0? 

b) Mettre la surpression sous la forme : 

P(x',t) = p 0 cos^2jt/'^r- 77 )) ' 

Quelle est la frequence pergue par le recepteur ? Quelle 
est la vitesse de propagation du son dans le referentiel lie 
au recepteur ? 

c) Une sirene emet un signal de frequence 440 Hz (la). En 
roulant a 80 km . h 1 vers l’emetteur, percoit-on un son 
plus grave ou plus aigu ? Quelle frequence entend-on ? On 



prendra v = 340 m . s 1 (vitesse du son dans Fair dans les 
conditions de l’experience (P 0 = 10 s Pa : 7 n = 300 K)). 




Promenade : le chien de Leonhard Euler 



Un promeneur A suit un chemin rectiligne avec une 
vitesse constante v 0 . A l’instant initial, son chien M se 
trouve a une distance d sur la meme perpendiculaire au 
chemin. Puis il court vers son maitre a la vitesse v . On 
cherche a determiner la duree de la poursuite. 

Soit x et y les coordonnees de M , r- AM et 9 defini sur 
le schema suivant : 




1) Exprimer x et y en fonction de v et 9, puis x et v en 
fonction de v 0 , r , 9 et t . En deduire deux equations 
differentielles en r(t) et 9( t) . 

2) En deduire une equation differentielle en r(9) . 



Verifier que r = —r-—J tan ^ )'° est la solution qui tient 
4 sm6U 2) 4 

compte des conditions initiales. 

3) Quelle condition v et v 0 doivent-elles verifier pour que 
le probleme ait une solution ? 

Dans ce cas, quelle est la valeur finale de 9 ? 

4 ) Ecrire une equation differentielle de 9(t) . 

5) Sachant que : 



\~ 2 — 
Jo sin 2 0 




A 

A 2 -l’ 



determiner la duree rde la poursuite. 



Quatre souris A, B , C et D se trouvent aux quatre 
coins d’un carre ABCD de cote a , et chacune court apres 
l’autre avec la meme vitesse constante v. A court apres B , 
B apres C , C apres D et I) apres A. 

1) Au bout de combien de temps se rencontreront- elles ? 

2) Quelle distance L auront-elles parcouru ? 
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1. Cinematique 




positions initiates 



3) Determiner la trajectoire de la souris A avec comme 
positions initiales en coordonnees polaires : 



A 



a 37tA 

7i^y 



B 



fan 

Wl’4 







Trajectoire cycloYdale 



Une roue de rayon r et de centre C roule sans glisser sur 
l’axe (Ox) en restant dans le plan (Ozx) . 

Soit M un point lie a la roue, situe sur la circonference. 
AT instant t = 0, M est confondu avec l’origine O . 
La vitesse de C est constante et egale a v . 

1) Comment exprimer la condition : « la roue ne glisse pas » ? 

2) Determiner a F instant t : 

a) la position de M ; 

b) le vecteur vitesse v M de M ; 

c) le vecteur acceleration de M . 

3) Determiner et a^ lorsque M est en contact avec 
l’axe (Ox) . 



Corriges 



Solution du tac au tac, page 23. 
1. Vrai : b. c, d Faux : a 


3. Vrai : a, c, d 


Faux : b 


2. Vrai : b. d Faux : a, c 


4. Vrai : a, d 


Faux : b, c 




+ r 2 r 



et r = ad , d’ou 



vWj.h = I (e r + 9e g ),car: 

J 1 + 0 2 

rd = r- = r 6 
a 



v 

J 1 + 9 2 




2) A l'instant t, la position du mobile sur le cercle trajectoire est reperee par : 
, ( vt A v 
^ n \lnR c J Rsind^' 

Les coordonnees cartesiennes du mobile sont done : 

vt 



x = Rsin9 0 cos(p = i?sind 0 cos 

y = if sin 0 O sin (p = Rsin0 o sin 
z = Rcos9 0 



R sin 9 t 
vt 

R sin ft, 



Le mouvement circulaire s'effectue a vitesse v = vet, . 



Son acceleration est : a — 



~R sinft 0 '■cylindrique ■ 




1) La trajectoire suivie par le mobile est le cercle de rayon R c = R . sin 9 0 
etde centre O' situe sur l’axe z al’abscisse z' = ftcosft 0 . 
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Corriges 



1) Apres avoir effectue le schema correspondant, nous pouvons lire : 



“ sin d 2 - 0J 



sin 1 0 2 — 0i 



2) Pour d 2 -d l = £ petit, nous utilisons sin(0 2 - 0[) = £, 
flsinSj 

soit : r, ~ 

1 £ 



3) A six mois d'intervalle, dans un referentiel lie au Soleil, un observateur 
terrestre se trouve en deux points distants de a = 3 . 10 11 m. II peut ainsi 
determiner la position des etoiles proches. 







1) La vitesse du mobile a pour coordonnees cartesiennes : 
v x = v 0 cosa, v y = v 0 sin a + at. 

Sa position suit la loi horaire : 

1 , 

x = v 0 cosaf , y = v 0 stn at + -at . 

La trajectoire est done situee sur la parabole d'equation : 



2v 0 cos 2 a 



x 2 + tan ax , parcourue a partir du point 0 . 




2) L'hodographe est simplement situe sur la droite v x = v 0 cos a . 




3) Dans le plan ( yOv y ), la trajectoire de phase est situee sur la parabole d’axe 
(Oy), d'equation : 

v 1 - Vgsin 2 a 
■ V = 2 a 




— - __ Adopter le point de vue d’un passager du radeau. Comment voit-il le 

mouvement du bateau ? Dans le referentiel lie au courant, le radeau est 
immobile et, pour son passager, le bateau effectue un aller et un retour de meme 
longueur, done de meme duree. La duree qui separe les deux rencontres est done 
egale a 1 heure. 

Dans le referentiel lie a la berge, le radeau a parcouru la distance AB en 1 heure. 
La vitesse du courant est done de 3 km . h _1 . 



Soit 0 la position initiale. La trajectoire se compose de deux tronqons : 
OP et PB de longueurs i x et l 2 . La duree du trajet est r = ij + r 2 avec : 



h 



*1 

— et T, 
Vi 



l 2 . 

v 2 



Pour un point P donne, et t 2 sont minimales si i j et f 2 sont minimales, 
e'est-a-dire si les deux tronqons sont rectilignes. 



Soit H la projection de B sur la route, i 0 la longueur OH et x la longueur PH . 
Test fonction de x : 



T(x) = 



+ Jx 1 + d 1 
Vi v 2 



La solution correspond au minimum de r(x) defini par — 

dx 



0 , d'oit : 




Discussion et verification 

•Siv 2 >Vj, T(x) est une fonction monotone decroissantedex.Lemarcheur 
aurait done interet a penetrer tout de suite dans le champ. 

• Si v 2 tend vers 0 , alors il doit minimiser son trajet dans le champ et P tend 
vers H . 
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1. Cinematique 




T(x) avec € 0 = 100 m, d = 50 m 
V! = 1,0 m . s _1 , v 2 = 0,50 m . s _1 
x m = 29 m pour T m = 187 s 
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1) a) Soit r 2 = r l + v r (t { - (;) , la distance entre l’observateur et 
l’e'metteur a l’instant t 2 : 



f, = f, + - et U = f, + ■ 



b) r = t' 2 -t[ = (l + done /' = — ^ f — ■ 



Si v r est positif (Femetteur s’eloigne de l’observateur), /' </. Au contraire, 
si Femetteur se rapproche de la source / ' > / . 

f 

c) La Lune re^oit un signal de frequence / = — — (v est la vitesse du 

c 

vaisseau). Elle « renvoie » un signal de frequence /' qui est perqu par le 
vaisseau a la frequence : 



r . r _ / 

i-? 



avec / = 3,0 GHz 



et /" = / + §/, ou 8 f = 20 kHz <K/. 

On a done v <Sl c , ce qui est necessaire pour rester dans le cadre de la 
mecanique classique. 



/" = 1 + — j au premier ordre en - ■ 

On en deduit : v = C - = 1 km . s _1 = 3 600 km . h _1 . 

^ J 

Remarque 

On a dome ici une interpretation non relativiste de I’effet Doppler, appele 
« effet Doppler du premier ordre ». II existe une interpretation plus precise 
dans le cadre de la relativite restreinte. 

2) a) x = x' + Vt. 

(x'+Vt N 



b)p(x', 0 = Po cos [ 2jl /( , -[- 



= p 0 cos(2 I t/(l-^- v 4- y )} 



Done f = /^1 — - 1 est la frequence perque par le recepteur. La vitesse 

de propagation de l’onde sonore dans le referentiel lie au recepteur est 
v' = v - V , ce qui est en accord avec la formule de composition des vitesses. 

Remarque 

Ces resultats sont bien en accord avec ceux de la premiere question : f est la 
frequence dans le referentiel lie a I’emetteur et /' dans le referentiel lie au 
recepteur. 

c) Si l’on se rapproche de la sirene, V < 0 done la frequence entendue est 
plus grande. /' = 1,065/ = 469 Hz (ce qui correspond a un peu plus d'un 
demi-ton). 
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1) La vitesse de M est colineaire a AM, soit : 
x = vcos 9 et y = vsind. 



L’abscisse du point A est : x A 



v„ . t. 



En traduisant que OM = OA+ AM, il vient : 

x = v 0 t-rcos9 et y = -rsind 
que nous pouvons deriver pour obtenir une nouvelle forme de x et 3 ; : 
x = Vq — r cos 6 + r 6 sin 6 et y = - r sin#- rdcosd . 

Par identification, nous avons : 

(vcos# = r 0 - r cos6 + r9 sind (1) 

L v sin 0 = - r sin0- r9cos9 (2) 

les combinaisons lineaires ( 1 ) . cos 0 + (2) . sin 0 puis ( 1 ) . sin 0 — (2) . cos# 
nous donnent alors : 

r = v 0 cos 9-v 



r9 



-v o sin 0 



2) Faisons le rapport membre a membre de ces deux equations couplees : 



soit encore : 



din 



dr 


V 


COS0 




r d 9 t 


o sin 0 


sin 0 






f 03 




( \ 


v ,, 


tan 2 


- din 


sin 0 


= -din 


— 


v o 


K 




n 


l tan 4 9 




vsin 2 9 



oil nous avons fait apparaitre les valeurs respectives d et - de r et 9 a Pinstant 
initial. 



Nous obtenons bien ainsi : 



d 

sin 0 



tan- 



ev; 



3) Le chien rejoint effectivement son maitre si la condition lim r( 9) = 0 , 

»-> 0 

soit v > v 0 . Cette conclusion rnest pas surprenante : le chien rejoint bien son 
maitre s’il court plus vite que lui. 

4) Reprenons l’expression donnant a 9 : 

d 9 _ v o sin 0 _ v 0 s j n 2 0 
df r 



tan 
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Corriges 



ou bien encore : 



dr 



^(tanf) v °d0. 
v o stn 2 0V 2 J 



K 

5) Nous pouvons integrer cette expression, 6 variant de - a 0 et t de 0 a X, instant 
oil le chien rejoint son maitre, en utilisant l’integrale fournie dans l’enonce : 



v_ 

Vo 



_ d 

Vn 



qui n’est bien entendu defini, c’est-a-dire positif, que si v > v 0 . 

Notons que si v = 0, ce temps se reduit a x = — puisque le maitre ne 

v o 

bouge pas alors que r diverge lorsque v tend vers v 0 , le chien ne pouvant alors 
plus rattraper son maitre. La consideration de ces comportements limites nous 
permet de tester de fa$on simple la vraisemblance de la solution etablie. 

Nous etudierons en annexe de ce chapitre me application numerique de cette 
equation differentielle d I'aide de I’algorithme d’Euler. 



-J. Le probleme est identique pour les quatre souris. Les trajectoires sont 
identiques a une rotation pres et elles foment a chaque instant un carre de cote 
i (r) variable. 



— ^2 HZ' 

1) € 2 = AB , d’ou € 

dr 



d AB 
dr 



.AB = (v b -v a ).AB. 



v A est colmeaire a AB et v B est normal a AB : 

-> — ^ -> — ^ 

v A . AB = v€ et v B . AB = 0 , done — = -v , d’oii €(r) = a-vt . 



( = 0 pour t = T, soit x 
2) L = vx, d’ou L = a . 



— ' — ? . K 

3) L’ angle (AO ,AB) est toujours egal a - • 

Exprimons le vecteur vitesse de A dans la base locale liee a A 

v ,, v a v 

r =v r = — -,dour=— -t 

J2 J2 J2 

J2 

II s’agit d'une spirale qui comporte une infinite de tours. Le rayon convergeant 
exponentiellement vers 0, la distance parcourue est finie. 



■ n v , d9 dr v .id 

i f) = v„ = — - , d ou r— — = — - , soit — 
e Jr dr it JJ dr 
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Soit x et z les coordonnees deM: 6 = (- e z , CM) et 6 > 0 si vt > 0 . 

1) f etant le point de contact a l'instant r entre la roue et l’axe (Ox) , la longueur 
de l’arc de cercle IM est egal a Oi : x t = vt = rd . 

2) a) OM = OC + CM ; x = x 1 - rsinfl et c = r- rcost? d’ou : 



fvr . / 


vfY 


1 et z = <T 




■ sin 


- 


i 

1 - cos - 


L r ' 


<r )_ 


J L 


Vr J J 



La trajectoire est une cycloide. 
b) Les composantes de sont : 





i ( vt Y 


1 • . (vt\ 


> 

II 

K 


i-cos^-j 


\ et z = vstn^- J 



Remarque : L'hodographe est un cercle centre en (v, 0) et de rayon v. 




c) X 



v L . (vt 

— sin - 

r \r 



.. v L (vt\ 

et z = —cos — . 
r yr J 

Le vecteur acceleration est coline'aire a 
CM, oriente vers C et de norme 

v 2 
r 

^ v 2 -> 



constante a 




3) Si z = 0, v = 0 et a = — e 
r 

Alors que la vitesse instantanee du point est nulle, son acceleration est non nulle. 
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Dynamique 
du point materiel 





La theorie de la dynamique classique 
(ou newtonienne) s’est peu a peu construite 
aux xvn e , XVIII s et xix e siecles. La refutation des 
conceptions qui faisaient jusque-ld autorite 
s’est accompagnee de V emergence d’idees nouvelles 

et particulierement fecondes. 
Ainsi, le principe d’inertie contredit I’ancienne theorie 
qui associait mouvement et force motrice. 

La notion d’ interaction, decrite par des 
lois quantitative s, est une idee essentielle de 
la mecanique moderne. Une pomme ne tombe pas 
parce que, etant pesante, sa tendance naturelle est 
d’allervers le has, mais en raison de V attraction 
reciproque qui existe entre elle et la Terre. 




B 



J 



E C T 



F S 



■ Connaitre les notions d’inertie, de refe- 
rentiel galileen et de force. 

■ Relier le mouvement d’un mobile ponc- 
tuel aux actions mecaniques auxquelles il 
est soumis. 




R E Q U 



S 



■ Referentiel lie a un observateur. 

■ Vitesse et acceleration d’un point. 

■ Equations differentielles : y' = ky . 
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2 . Dynamique du point materiel 



Le point materiel 



l.l. Le modele du point materiel 

Un point materiel est un objet ponctuel dont le reperage ne necessite que la 
connaissance des trois coordonnees de sa position. 

Cette definition correspond a une vision simplifiee d’un objet materiel. 

l.l. I Exemple 

Considerons un ballon en vol (doc. 1). Si l’influence de Fair est negligee, le 
mouvement de son centre C est independant de son orientation. 

Nous pouvons considerer le ballon comme un point materiel si nous le redui- 
sons a son centre. 



observateur 



h 

Doc. 1. Le mouvement de C est independant de la rotation du ballon. 

Cette modelisation, qui permet d’etudier la trajectoire du centre du ballon, est 
incomplete, car elle ne permet pas de connaitre le mouvement de chacun de 
ses points. 

Generalement, le ballon est egalement en rotation, et la vitesse d’un point M 
de l’enveloppe du ballon est differente de celle du point C. 

1.1.2. Contre-exemple I 

Le meme ballon roule sur un plan incline (doc. 2). La nature de contact en I 
entre le plan incline et le ballon a une influence essentielle. 

La vitesse du centre d’un ballon qui roule n’est pas identique a celle d’un objet 
en translation qui glisserait sur le plan incline. 

11 est done impossible, meme pour une premiere approche, de ne pas tenir 
compte de sa rotation. 

1.1.3. Contre-exemple 2 

L’ action mecanique qui s’exerce sur un aimant place dans un champ magnetique et 
done le mouvement de 1’ aimant dependent de son orientation. Si cette orientation 
evolue dans le temps, F aimant ne peut etre considere comme un point materiel. 

Sans qu’il soit possible de formuler une loi generate, la notion de point materiel 
permet done, dans certain cas, une premiere approche du mouvement d’un solide. 

La validite de cette modelisation ne depend pas de la taille du solide, mais de 
sa nature, de son environnement et des hypotheses simplificatrices. 






Doc. 2. Le mouvement de C depend 
ici de la rotation du balloti. 
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2 . Dynamique du point materiel 



1.2. Masse inertielle 

1.2.1. Inertie mecanique 

Imaginons une poussette de bebe et une automobile au repos sur une route 
horizontale : il est possible de les mettre en mouvement en les poussant. 

Pour atteindre une meme vitesse, il faut pousser plus fort et/ou plus longtemps 
l’automobile. Il est aussi plus difficile de l’arreter une fois lancee. Cette resis- 
tance a toute variation de vitesse est appelee inertie. 

1.2.2 Masse d’un point materiel 

Pour un point materiel, la propriete d’ inertie est representee par un scalaire 
positif appele masse. 

Plus la masse d’un point materiel est grande, plus il est difficile de 
modifier sa vitesse. 

La masse est invariante dans le temps et ne depend pas du referentiel. 
C’est une caracteristique intrinseque du point materiel. 



1.2.3, Additivite de la masse 

Soit deux points materiels de masses m l et m 2 . S’ils sont reunis de facon a for- 
mer un seul point materiel de masse m, alors m = m x + m 2 . 

1.3. Quantite de mouvement (ou impulsion) 

La quantite de mouvement par rapport au referentiel 131 d’un point 
materiel M, de masse in , est : 

p(M) m = mv(M) m . 




Postulats de la dynamique du point 
materiel 



Le but de la dynamique est d’etudier le mouvement (cinematique) d’un point 
materiel de masse m (cinetique) lorsqu’il est soumis a des actions. 

Comme toute theorie, la mecanique classique est basee sur des postulats per- 
mettant au physicien de prevoir le comportement du systeme etudie. L’ expe- 
rience viendra confirmer ces hypotheses, ou bien le cas echeant preciser les 
limites de la theorie. 

2.1. Principe d’inertie (premiere loi de Newton) 

2.1.1. Existence de referentiels galileens 

Un point materiel qui n’est soumis a aucune action mecanique est dit isole. 
Nous postulons que : 

11 existe une classe de referentiels, appeles referentiels galileens, par 
rapport auxquels un point materiel isole est en mouvement rectiligne 
uniforme. 
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2 . Dynamique du point materiel 



2.1.2. Cas du referentiel terrestre 

Dans la plupart des experiences courantes, le referentiel terrestre, lie a la sur- 
face de la Terre, peut etre considere comme galileen. Ce point sera discute 
ulterieurement. 

Dans toutes les applications du present chapitre, nous supposerons que le refe- 
rentiel terrestre est galileen. 

2.1.3. Point materiel pseudo-isole 

Un point materiel isole est une abstraction irrealisable, mais il se peut que les 
actions mecaniques se compensent exactement. Le point materiel est alors dit 
pseudo-isole et il est possible de lui appliquer le principe d’inertie {doc. 3). 

Exempt e 

Sur une table a coussin d’air horizontale, la vitesse d’un mobile de masse m 
est constante a la precision des mesures pres. Pour l’expliquer, nous pouvons 
avancer les hypotheses suivantes : 

• le mobile est pseudo-isole, car la reaction de la table compense exactement 
le poids {doc. 4) : mg + R — 0 . 

• Le referentiel lie a la table, done a la terre, est approximativement galileen. 




riel est constante. 




2.2. Forces 

2.2.1. Representation des actions mecaniques 

Nous postulons que : 

L’action mecanique d’un objet S sur un point materiel M est caracte- 
risee par un vecteur appele force, independant du referentiel, et que 

— ) 

nous notons F s ^ M . 



2.2.2. Additivite des forces 

La force resultant de plusieurs actions mecaniques est egale a la somme vec- 
torielle des forces dues a chacune de ces actions. Si S est constitue par la reu- 
nion des Sj {doc. 5), cette additivite se traduit par : 




Ainsi, un satellite evoluant autour de la Terre evolue dans le champ de gravi- 
tation cree par T ensemble des points materiels qui constituent la planete et les 
autres astres. 




Doc. 5. Additivite des forces. 

S = Sj + 5*2 

done F s ^ m = F s ^ m + F s ^ m . 



2.2.3. Force de pesanteur 

Au voisinage de la surface terrestre, un objet de masse m est soumis a son poids : 

P = mg . 

En premiere approximation, le poids est egal a la force de gravitation exercee 
par la Terre (nous en verrons une definition plus precise lors de l’etude de la 
mecanique terrestre), cette force est, en norme, pratiquement uniforme a la 
surface du globe : 

g ~ 9,8 m . s~ 2 . 
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Ceci reste valable tant que 1’ altitude reste faible devant le rayon terrestre (si on 
assimile la Terre a une sphere homogene, la force de gravitation est inverse- 
ment proportionnelle au carre de la distance a son centre). 

2.2.4. Forces de liaison 

2.2.4. 1 . Existence des liaisons 

La position d’un point materiel totalement libre est fonction de ses trois coor- 
donnees, independantes entre elles. Nous dirons qu’un tel point materiel pos- 
sede trois degres de liberte. 

Ce nombre est reduit s’il est impose au point materiel de se deplacer sur une 
surface (deux degres de liberte) ou sur une courbe (un seul degre de liberte). 

2. 2. 4. 2. Reaction d’un support 

Considerons un point materiel M contraint de se deplacer sur un support S : 
mobile guide par des rails, anneau coulissant sur une tige, skieur glissant (sans 
decoder) sur une piste (doc. 6), etc. 

Le support impose une trajectoire au point M ; pour cela, il exerce sur M une 
force appelee « reaction du support ». 



2. 2. 4. 3. Liaison unilateral 

La liaison est dite unilateral si l’objet modelise par le point materiel M est 
simplement pose sur la surface S. Le support repousse M, mais ne peut l’attirer. 

n etant le vecteur unitaire normal au support en M, cela se traduit par : 

R . n 3 s 0 . 

Cette inegalite est une condition necessaire du contact. 

2. 2. 4. 4. Liaison sans frottements 

R est la somme d’une composante normale a S : R ± , et d’une composante 
tangentielle a S : R // (doc. 7). 

La liaison est sans frottements si R// = 0 . 

Dans ce cas, l’action du support se limite a R i , qui a pour effet de contraindre 
le mobile a rester lie au support, sans le freiner. 

2.2.5. Tension d’un fil 



2.2.5. 1 . Definition 



Un fil souple tendu se separe en deux parties .S', et S-, s’il est coupe en un point P . 
II existe done une force qui assure en chaque point la cohesion du fil. 

Notons l p le vecteur unitaire tangent au fil en P , oriente de S , vers S 2 - La ten- 
sion T du fil au point P est le scalaire defini par (doc. 8) : 



~ T %2 OU 



>S, 



Tt 



12 ■ 



'12 uu 1 S 2 

Si le fil est tendu, la tension T est positive. 

La tension T est relative a un point et, dans le cas general, varie le long du fil. 




Doc. 6. La piste exerce une force R 
sur le skieur. 







Doc. 7. Composante normale et 
composante tangentielle de la reac- 
tion d’un support. 




Doc. 8. Force de tension. 
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2 . Dynamique du point materiel 



Tension d’une corde suspendue 

Une corde dont la masse m est regulierement 
repartie sursa longueur € est immobile et suspendue 
par une de ses extremites. 

Exprimer la tension en un point distant de x du point 
de suspension. 

En P , la partie superieure exerce sur la partie infe- 
rieure une force qui compense son poids {doc. 9). 

Done : 



La tension positive decroit regulierement depuis le 
point d’attache {T = mg) jusqu’a l’extremite libre 
(T= 0). 









-> 

8 


X 




p 




e 










X 







Doc. 9. La tension de la corde n ’est pas uniforme. 



2. 2. 5. 2. Cas du fil ideal 

Un fil est ideal si sa masse est nulle (en fait negligeable) et s’il est parfaitement 
souple (sans raideur). 

S’il est tendu, seul dans l’espace, nous admettrons qu’il est rectiligne et que sa 
tension est uniforme (e’est-a-dire identique en tout point). 

Deux fils ideaux mis bout a bout et tendus sont equivalents a un fil unique et 
ont meme tension. 

2. 2. 5. 3. Poulie ideale 




Une poulie est ideale s’il est possible de negliger son inertie et les frottements 
consecutifs a sa rotation. 

Nous admettrons qu’un fil ideal enroule sur une poulie ideale conserve une 
tension uniforme (doc. 10). 



Doc. 10. Si la poulie et le fil sont 
ideaux, la tension est identique en 
Pj et en P 2 . 



2.2.6. Force de rappel elastique 

L’elasticite est la propriete de certains materiaux de reprendre leur forme ini- 
tiale apres une deformation. 

Dans le cas des petites deformations, il est souvent possible de faire l’hypo- 
these de linearite : la deformation est supposee proportionnelle a sa cause. 

Un ressort (ou un fil elastique) est lineaire si sa longueur € , sa longueur au 
repos (e’est-a-dire a tension nulle) f 0 (doc. 11) et sa tension T , supposee uni- 
forme, verifient la relation : 

T = *(€-€„) 

k etant une constante, appelee raideur du ressort. 

Un ressort est ideal s’il est lineaire de masse negligeable. Cette demiere condition 
implique que la tension est uniforme. 









Doc. 11a. Ressort non tendu. 



fil 





/ _» 


^totkxx70ooooooooot\ / 




uuuuuuuuuuuuuuuu • 

■ V 









Doc. lib. Ressort tendu par une force : 
F = T u* x , avec T = k(L-L 0 ) 
avec t > € 0 . 
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2.3. Relation fondamentale de la dynamique 
(deuxieme loi de newton) 

9il g etant un referentiel galileen, M un point materiel de masse m et % 1’ ensem- 
ble de Vunivers a V exception de M , les forces appliquees a M et son mouve- 
ment sont liees par la loi (doc. 12) : 

Relation fondamentale de la dynamique : 

f %^m = ma(M)^. 




Cette relation, qui constitue la deuxieme loi de Newton, s’ecrit encore : 



Theoreme de la quantite de mouvement : 



F v 




(dp(M) /gig ) 



Remarque 

Dans le systeme international d’unites, la force s’exprime en newton (N) ; il 
se deduit des unites fondamentales de masse (kg), de longueur (m) et de temps 
(s) a partir de la relation f = m a : 1 N = 1 kg . m . s -2 . 






Lancer du poids 



Un athlete lance un « poids » de masse m = 7,3 kg 
avec une vitesse v 0 = 15 m . s~* . Calculer un ordre 
de grandeur de la force F qu ’il exerce sur cet objet. 
Pour simplifier, nous supposerons que cette force 
constants est appliquee sur un parcours rectiligne 
de longueur € = 1,5 m et que les autres forces 
(pesanteur...) sont negligeables devant F (doc. 13). 

Designons par t la duree du lancement. Il s’agit 
d’un mouvement rectiligne uniformement accelere, 

2 

F , mv n 

done i = f—T 1 = — 500 N. 

2m 2 F 




Doc. 13. Lancement du poids. 



2.4. Principe des actions reciproques 
(troisieme loi de Newton) 

Soit deux points materiels M, et M 2 en interaction, en mouvement ou 

immobiles. Les forces d’interaction F Mi et F Mi M sont opposees 
et colineaires a l’axe (M 1 M 2 ) ■ 








M. 



Doc. 14. Actions reciproques. 
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2 . Dynamique du point materiel 



Ce principe des actions reciproques, nomme parfois principe de l’ action et de 
la reaction, se traduit par (doc. 14) : 



-> 


— y 




> 




Fm x 


-> M, = ~Fm 2 ^>M, 


> f M i _ 


^ m 2 aMjA/2 


= 0. 



v /lpptUdthn 3 - 

Rebond d’une table sur un mur 

Une balle, assimilee a un point materiel de masse m, 
rebondit sur un mur ( doc. 15). Sa vitesse est consen’ee 
et I’angle de rebond est egal a I’angle d’incidence 0. 
Determiner la force exercee par la balle sur le mur, 
en la supposant constants pendant toute la duree T 
du contact et en negligeant toutes les autres forces. 




Doc. 15. Rebond. 



Quelle difference y a-t-il entre une bade de tennis et 
une bille d’acier ? 

Commenter les hypotheses et les resultats. 

Donnees 

m = 60 g ; v = 10 m . s _1 ; T= 10 ms ; 0 = 0° . 

Nous supposons galileen le referentiel lie au mur. 

Si F est constante entre t = 0 et t - T : 

= Ft. 

2wivcos 9 

n . 

T 

A.N. :F = 120 N. 

La bille d’acier etant plus dure, 1’ interaction est plus 
breve et, a masse et vitesse egales, la force plus 
intense. Une bille dure lancee sur une paroi rigide 
exerce au point d’ impact pendant une duree plus 
breve une force plus intense, susceptible de provo- 
quer une cassure. 

Le poids de la balle est bien negligeable devant F . 
En fait, la force n’est pas constante. La valeur calcu- 
lee correspond a la force moyenne. 



F = “jj> d’ou p(T)-p(0) 
Soit F. .. = —F ... = 

balle — > mur mur — » balle 



Evolution d’un systeme mecanique 

3.1. Equation d’evolution 



La quantite de mouvement d’un point materiel etant p = mv , l’application 
du principe fondamental de la dynamique, dans un referentiel galileen 2ft , nous 
donne : 

dv = / 
dr m 

qui est V equation d’evolution du point materiel dans le champ de force / . 
Reciproquement, si nous observons le mouvement d’un point materiel, l’ecri- 

ture / = m ~ nous montre qu’il est possible d’analyser le champ de forces 
auquel est soumis le mobile en observant son mouvement. 
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'/[ppticatbn 

Chute libre et frottement fluide 



z© 






Un point materiel de 
masse m tombe sans 


0 


y 


vitesse initiate, depuis 
Torigine 0, dans le 
champ de pesanteur 




g 


uniforme d’intensite g. x ' 




Doc. 16. 



1) Chute sans frottement 

Etudier x(t) et v(t), pins la trajectoire de phase 
correspondante. Quelle serait V influence d’une 
modification des conditions initiales sur cette 
trajectoire ? 

2) Chute dans un fluide tres visqueux 

Pour une bille de rayon R tombant dans un fluide 
visqueux, le frottement est convenablement represente 

4 

par la formule de Stockes : F = -6nr\Rv pour des 
vitesses atteintes moderees. 

Ilfaudrait modifier les masses eventuelle et pesante 
pour tenir compte de la mise en mouvement du 
fluide par le passage de la bille et de la poussee 
d’Archimede. 

Nous garderons la notation « m » pour simplifier. 
Quel est le temps caracteristique T associe a ce 
mouvement ? 

Reprendre l' etude du mouvement et de la trajectoire 
de phase, comparer cette evolution avec la 
precedente, pour t « T ou t '» T . 

On souhaite mesurer la viscosite du fluide en 
observant le mouvement limite obtenu. Quelle 
hauteur de recipient faut-il prevoir ? 

3) Dans Pair, les vitesses de chute libre sont 
generalement trop importantes pour que le model e 
precedent soit applicable. La force de frottement 
prend alors la forme approchee : 

-4 £ 

F = -A'5V 2 jj-^Tj > ou S est le maitre-couple de 

|| v || 

l’ objet (section du cylindre engendre par le solide en 
translation dans le fluide ( doc. 17 ) et K une constante 
dependant de la forme de l’ objet et du fluide. 

Quel temps caracteristique pouvons-nous prevoir ? 

Indiquer, sans calcul, les caracteristiques de la 
nouvelle trajectoire de phase. 



solide fluide 




Doc. 17. Maitre-couple. 

1) Pour une chute libre sans frottement, ici simple- 
ment verticale, P equation du mouvement s’ecrit : 

^2- = g , soit, compte tenu des conditions initiales : 

v(t) = g t et x(t) = i gt 2 . 

La trajectoire de phase est done situee sur la para- 
bole d’ equation : 

V 2 

x = — (doc. 18 ). 

2 8 




Doc. 18. Trajectoire de phase d’un point materiel 
en chute libre. 

Modifier les conditions initiales revient a faire partir 
le mouvement d’un point du plan de phase autre que 
l’origine, a partir duquel le mobile decrit une para- 
bole semblable a la precedente (et qui ne la coupe 
pas !) : la trajectoire issue du point A correspond a 
un point lache au-dessus de l’origine en etant lance 
vers le bas, celle qui est issue du point B est associee 
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2 . Dynamique du point materiel 



a un point lance vers le haut depuis un point situe 
au-dessous du point O . 

2) L’ equation du mouvement est maintenant : 

dv 

m — = -07tT|KV + Wg 

dv v 

soit encore : I- - = g 

dr T 

ou x — est le temps caracteristique associe 

a cette evolution. 

Nous obtenons alors : 

v(r) = gr(l- e T ) 




et : 



x(t) = gT\t + z\l 



Du fait du frottement, la vitesse tend vers la limite 



gl 



mg 



pour laquelle le poids et les 



frottements se compensent. Cette limite est atteinte 
pour un temps t de l’ordre de quelques r. 

A l’oppose, pour t « T , nous pouvons ecrire : 



i ? f 



pour retrouver : 



v(t «t) ~ gt et x(t ~ -gt 2 . 



Aux tres basses vitesses, le frottement est encore 
negligeable et nous retrouvons le mouvement de la 
question precedente. 

En eliminant le temps entre les expressions de x(t) 
et v(r) , nous obtenons l’equation de la trajectoire de 
phase : 




Doc. 19. Trajectoire de phase d’un point materiel 
dans unfluide visqueux (vitesse faible). 

une hauteur de recipient de l’ordre de quelques fois 
la distance caracteristique L-v„X. 

3) L ? equation du mouvement est ici : 
m ~r~ = -KSv 2 + mg , qui permet de prevoir la 
vitesse limite 

1 Aquation du mouvement est ainsi : 




d\ — 



Q 

= — dt , ou le premier membre est sans 



v V v 



1 - 



dimension, ce qui permet d’ identifier : 



T= — = / (la resolution del’ equation donne : 

g V gKS 



v = v^tanh 



a> 



qui est tres proche de la parabole du mouvement 
sans frottement au depart, mais admet une asymp- 
tote horizontale v = v^lorsque t >£> r (doc. 19). 

Ce mouvement asymptotique donne acces simple- 
ment a la determination experimentale de la visco- 
site, a condition d’etre atteint. II faut done prevoir 



Au debut du mouvement, la vitesse est assez faible 
pour que le frottement soit negligeable, et la trajec- 
toire de phase s’apparente a la parabole de chute 
fibre sans frottement. Ici, encore, elle admettra une 
asymptote horizontale du fait de 1’ existence d’une 
vitesse de chute limite. 
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